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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè îñíîâàííîãî íà èíòåðâàëüíîé àðèô-
ìåòèêå àëãîðèòìà ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî ñèñòåìå. ß÷åéêè ðàç-
áèåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èíòåðâàëüíûå âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ðàçìåðíîñòè. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü òî÷íîñòü ïîñòðîåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ñðàâ-
íåíèå ñ àëãîðèòìàìè ëîêàëèçàöèè, îñíîâàííûìè íà îáû÷íîé àðèôìåòèêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, ñèìâîëè-
÷åñêèé îáðàç, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà.

ÓÄÊ 517.9

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñ-
öèïëèíîé, òåñíî ñâÿçàííîé ñ áîëüøèí-
ñòâîì îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Äèíàìè÷åñ-
êèå ñèñòåìû âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ êàê ìîäåëè ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ. Îíè äåëÿòñÿ íà äâà îñíîâíûõ
êëàññà: íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå. Íå-
ïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû çàäà-
þòñÿ àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, à äèñêðåòíûå � ðå-
êóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (ðàçíî-
ñòíûìè óðàâíåíèÿìè).

Ãëàäêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íå-
ïðåðûâíûì âðåìåíåì ÿâëÿþòñÿ îñíîâíû-
ìè ìîäåëÿìè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñî
âðåìåí Íüþòîíà. Â XX âåêå îíè âíîâü
ïðèâëåêëè ê ñåáå âíèìàíèå áëàãîäàðÿ ðà-
áîòå À. Ïóàíêàðå, êîòîðûé ïðè ðåøåíèè
ïðîáëåìû òðåõ òåë îáíàðóæèë, ÷òî â íåé
âîçíèêàþò ñëîæíûå ðåæèìû, ïîÿâëåíèå
êîòîðûõ íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü, îïèðà-
ÿñü íà ïðèíöèïû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
à àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü íå
óäàåòñÿ. Òàêèå ðåæèìû õàðàêòåðèçóþòñÿ

ñóùåñòâîâàíèåì àïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé, ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ñ áëèçêèìè íà÷àëü-
íûìè äàííûìè îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûìè (÷óâñòâèòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ). À. Ïóàí-
êàðå ðàçðàáîòàë ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä,
êîòîðûé ïîëîæèë íà÷àëî ñîâðåìåííîé
äèíàìèêå, èçó÷àþùåé äîëãîñðî÷íîå àñèì-
ïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè ïîìî-
ùè ìåòîäîâ, íå îñíîâàííûõ íà çíàíèè åå
ðåøåíèé â ÿâíîì âèäå [5].

Â 1963 ãîäó E. Ëîðåíö ðàññìîòðåë ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ ïðåäñêàçà-
íèÿ ïîãîäû. Ðàññìîòðåííàÿ èì ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3 ïîðÿäêà
âåäåò ñåáÿ íåïðåäñêàçóåìî (õàîòè÷íî) â
òîì ñìûñëå, ÷òî ìàëåéøèå îøèáêè â èçìå-
ðåíèè ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû áûñòðî ðàñ-
òóò, ÷òî äåëàåò äîëãîñðî÷íûé ïðîãíîç ïî-
ãîäû íåïðàâèëüíûì. Ñèñòåìû ñ õàîòè÷åñ-
êèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé áûëè îáíàðó-
æåíû âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, â
äèíàìèêå ïîïóëÿöèé è â õîðîøî èçâåñò-
íûõ óðàâíåíèÿõ Äóôôèíãà.

Ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè ïðè-
âåëî ê àêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èçó÷åíèè
äèíàìèêè ñèñòåì ñî ñëîæíûì ïîâåäåíè-
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åì òðàåêòîðèé, â ÷àñòíîñòè, åå èíâàðèàí-
òíûõ ìíîæåñòâ. Îäèí èç îñíîâíûõ êëàñ-
ñîâ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþò òàê
íàçûâàåìûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ìíî-
æåñòâàõ (set-oriented methods), êîòîðûå
èñïîëüçóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà íà êëåòêè (ÿ÷åéêè) è îò-
ñëåæèâàþò äèíàìèêó ñèñòåìû ïî ïîïàäà-
íèþ òî÷åê òðàåêòîðèé èññëåäóåìîé ñèñ-
òåìû â ýòè êëåòêè. Äëÿ âûáðàííîé îáëàñ-
òè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà K ñòðîÿòñÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûå ïîäðàçáèåíèÿ, èç êîòîðûõ
óäàëÿþòñÿ òå ÿ÷åéêè, îáðàçû êîòîðûõ çà-
âåäîìî íå ïðèíàäëåæàò K. Ïðè ñòðåìëå-
íèè äèàìåòðà ÿ÷ååê ê íóëþ ìû ìîæåì ïî-
ëó÷àòü âñå áîëåå òî÷íûé ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íà ýòèõ ìåòîäàõ îñíîâàíî áîëüøèíñòâî
àëãîðèòìîâ ëîêàëèçàöèè ðàçíûõ âèäîâ èí-
âàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ è, â ÷àñòíîñòè, àòò-
ðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ([1, 10, 12]).

Â 1983 ã. Ã. Îñèïåíêî [2] ïðåäëîæèë
ìåòîä ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà, êîòîðûé
ÿâëÿëñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì îïèñàí-
íîé âûøå èäåè è ïîçâîëèë ïðèìåíèòü ê
èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìåòî-
äû òåîðèè ãðàôîâ. Ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç
åñòü êîíå÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äèíàìè÷åñ-
êîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô. Îí ñòðîèòñÿ ïî çà-
äàííîìó ïîêðûòèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ÿ÷åéêàìè Ci, âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåò-
ñòâóþò ÿ÷åéêàì, äóãè � ñâÿçÿì ìåæäó
íèìè, à èìåííî: âåðøèíû i è j ñîåäèíÿþò-
ñÿ äóãîé, åñëè îáðàç ÿ÷åéêè Ci ïðè äåé-
ñòâèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðåñåêàåò-
ñÿ ñ ÿ÷åéêîé Cj. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïðèâîäÿò-
ñÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðè
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷, íàïðèìåð, ïðè
ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòíûõ, â ÷àñòíîñòè,
öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì.

Íàðÿäó ñ ðàçâèòèåì ìåòîäîâ èññëåäî-
âàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ
íà îáû÷íîé àðèôìåòèêå, âñå ÷àùå ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ðàáîòû, èñïîëüçóþùèå àðèôìåòè-
êó èíòåðâàëüíóþ, îñíîâàííóþ íà ïðîâå-
äåíèè âû÷èñëåíèé ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íûõ
ãðàíèö äëÿ èñêîìîãî çíà÷åíèÿ, òî åñòü
ïîëó÷åíèÿ â êà÷åñòâå îòâåòà èíòåðâàëà,
ñîäåðæàùåãî ýòî çíà÷åíèå.

Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíîé
àðèôìåòèêè ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [7, 6, 8,
17]. Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó Ó. Òàêåðà
[18], â êîòîðîé áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ
êëàññè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ñèñ-
òåìå Ëîðåíöà èìååòñÿ àòòðàêòîð. Ó. Òà-
êåð ðàçðàáîòàë àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè èíòåðâàëüíîé àðèôìåòè-
êè ñ íàïðàâëåííûì îêðóãëåíèåì, ïîçâî-
ëÿþùèé íàõîäèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ áîëü-
øîãî êëàññà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîäõîä Òàêåðà ïðè
èññëåäîâàíèè ñèñòåìû Ëîðåíöà áûë îñíî-
âàí íà êîìáèíàöèè àíàëèòè÷åñêèõ è êîì-
ïüþòåðíûõ ìåòîäîâ: ñòðîãèõ âû÷èñëåíèé
è òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì. Àâòîðû ðà-
áîòû [16] óñïåøíî ïðèìåíÿþò ìåòîäû èí-
òåðâàëüíîé àðèôìåòèêè äëÿ êîìïüþòåð-
íîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ õàî-
ñà â ñèñòåìå Ëîðåíöà. Ñòàòüÿ [13] ïîñâÿ-
ùåíà ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ îòîáðà-
æåíèÿ Èêåäà, îöåíêå âåðõíåé ãðàíèöû
èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, ëîêàëèçàöèè
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è ïåðèîäè÷åñ-
êèõ îðáèò íåáîëüøîãî ïåðèîäà. Ïîñëå-
äíåå âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-
òåðâàëüíîãî îïåðàòîðà Êðàâ÷óêà. Ñëåäó-
åò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííõ
äàííîé òåìàòèêå, ìåòîäû èíòåðâàëüíîé
àðèôìåòèêè èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì êàê
äîêàçàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

Â [9] áûëà ðåøåíà çàäà÷à ñîçäàíèÿ
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ êîìïüþòåð-
íîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ìåòîäàìè èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè è
ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà. ß÷åéêà ïîêðûòèÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì, à èí-
òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèé, îïèñû-
âàþùèõ ñèñòåìó, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê «îòîáðàæåíèå ñèìâîëè÷åñêîãî îáðà-
çà». Ïðè ýòîì ñàì ãðàô ñèìâîëè÷åñêîãî
îáðàçà íå ñòðîèòñÿ, ñâÿçü ÿ÷åéêà�îáðàç(-
òî åñòü äóãà íà ãðàôå) õðàíèòñÿ â ñïåöè-
àëüíîé ñòðóêòóðå äàííûõ. Ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïîäðàçáèåíèè ïîêðûòèÿ âû-
÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ñèìâîëè÷åñêîãî
îáðàçà, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü òî÷íîñòü
ïðèáëèæåíèÿ.Â äàííîé ðàáîòå ìû îïèñû-
âàåì ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ
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ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëåíî îïòèìèçàöèÿì â ïðåäñòàâëåíèè
äàííûõ è ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Ïðèâåäå-
íû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
óáåäèòåëüíî ïîêàçûâàþùèå ïðåèìóùå-
ñòâà äàííîãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ
èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè, îñíîâàííûìè
íà îáû÷íîé àðèôìåòèêå.

1.  ÎÑÍÎÂÍÛÅ  ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ñòðîèòñÿ ïî çàäàííîìó ïîêðû-
òèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ñèñòåìå è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
ÿ÷åéêàì ïîêðûòèÿ.

Äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f, ïîêðûòèÿ
{Mi}, i = 1, ..., n íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå
G ñòðîèòñÿ äóãà (i, j) åñëè f(Mi) ∩ f(Mj) ≠ ∅.

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû ñèìâîëè÷åñ-
êèé îáðàç ñòðîèòñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà.

Cèìâîëè÷åñêèé îáðàç õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

� ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ÿ÷åéêè � d,
� íèæíÿÿ ãðàíü r � íàèìåíüøåå èç ðàñ-

ñòîÿíèé ìåæäó îáðàçàìè ÿ÷ååê è òåìè
ÿ÷åéêàìè, ñ êîòîðûìè îáðàçû íå ïåðåñå-
êàþòñÿ,

� ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ îáðà-
çîâ ÿ÷ååê � q.

Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåðâàëîì íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî âèäà:

 }~~{],[ xxxRxxxx ≤≤∈== .

Ðàäèóñ èíòåðâàëà x îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

 
2

)(
xx

xrad
−= .

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ èíòåðâàëîâ íàä R
îáîçíà÷àåòñÿ IR.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü x1, ..., xm ∈ IR.
Òîãäà )...,,( 1 mxxx =(

 íàçûâàåòñÿ èíòåð-
âàëüíûì âåêòîðîì. Ïðîñòðàíñòâî èíòåð-
âàëüíûõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè m îáîçíà-
÷àåòñÿ IRm.

Ðàäèóñ èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

 rad( x
(

) = (rad(x1), ..., rad(xm)),
x1, ..., xm ∈ IR.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èíòåðâàëüíûé
âåêòîð èìååò äîâîëüíî åñòåñòâåííîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå: ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå ñîñòàâëÿþùèõ åãî èíòåðâàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a, b ⊂ IR. Òîãäà
ôóíêöèÿ

|}||,max{|),( bababa −−=ρ
çàäàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåðâàëàìè
a è b.

Òàê ââåäåííîå ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ
ìåòðèêîé íà IR. Äëÿ a, b ∈ IRm îïðåäåëèì

),(max),( ],1[ iimi baba ρρ ∈= , ãäå (ai , bi) � êîì-
ïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëüíûõ
âåêòîðîâ.

Ïóñòü f : Rm → Rm, a
( ∈ IRm. Îïðåäå-

ëèì îáëàñòü çíà÷åíèé f íà a
( :

 V( f, a
(

) = {f (x), x ∈ a
(

}.

Îïðåäåëåíèå 4. [17] Èíòåðâàëüíàÿ (òî
åñòü âû÷èñëåííàÿ ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëü-
íîé àðèôìåòèêè) ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì f, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x

(
 âûïîëíÿåò-

ñÿ âêëþ÷åíèå V ( f, x
(

) ⊆ F( x
(

).

Ïîñêîëüêó äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé
ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ìíîãî èíòåðâàëü-
íûõ ðàñøèðåíèé ([15]), óäîáíî âûáðàòü
òî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âû÷èñëÿòü f
ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè
(åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå). Îáîçíà÷èì
òàêîå ðàñøèðåíèå f (a

(
) . Ïî èçâåñòíîìó

ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ
V ( f, a

(
) ⊆ f (a

(
).  Ðàçîáüåì a

(
 íà áîëåå ìåë-

êèå ÷àñòè a
( 1, ..., a

( n. Òîãäà èç óêàçàííîãî
ñâîéñòâà ñëåäóåò

V(f, a
(

) ⊆ )(0
in

i af
(

U =  ⊆ f (a
(

).

Ïîñêîëüêó ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ïîä-

ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ))(),,(( afafV
((ρ  îöåíè-

âàåòñÿ ÷åðåç äèàìåòð a
(

 (êàê ìíîæåñòâà),
à äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f  ÷å-
ðåç êâàäðàò äèàìåòðà [18], òî ïðè ïîñëå-
äîâàòåëüíîì ïîäðàçáèåíèè èíòåðâàëüíûõ
âåêòîðîâ ìû ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ V (f, a

(
)

ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïðåòèðóÿ ÿ÷åé-
êè ïîêðûòèÿ êàê èíòåðâàëüíûå âåêòîðà â
ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíî-
ñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàëüíîå
ðàñøèðåíèå èñõîäíîé ôóíêöèè  f  êàê
«îòîáðàæåíèå ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà» è
ñòðîèòü îáðàç ÿ÷åéêè, èñïîëüçóÿ ïðàâè-
ëà è ôóíêöèè èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè.

2.  ÎÏÈÑÀÍÈÅ  ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Ïóñòü {Mi} åñòü ïîêðûòèå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà M äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f,
ãäå i = 1, ..., n. Îáîçíà÷èì çà iM

(
 èíòåð-

âàëüíûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ÿ÷åé-
êå Mi, òîãäà i

j
i

i aaM ××= ...1

(
, ãäå i

ja  � j-àÿ
êîìïîíåíòà èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà. Òà-
êèì îáðàçîì, ÿ÷åéêà ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ââåäåì
òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

})({ ∅≠∩= ijji MfMMC
(((

,

})({ ∅≠∩= iji MfMjc
((

 è jcji MR
i

(
U

(
∈= .

Îïðåäåëèì äèàìåòð ÿ÷åéêè

kimki MradMdiam )}(2{max)( ],1[

((
∗= ∈  è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøèé èç òàêèõ äèà-
ìåòðîâ. Ïóñòü )),((min , kiki MMfdistr

((
= ,

ãäå =∩ ki MMf
((

)( ∅ è dist îáîçíà÷àåò õà-
óñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâà-
ìè. (Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óäîá-
íåå èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòî ðàññòîÿíèå,
à íå èíòåðâàëüíîå, òàê êàê ïîñëåäíåå äàåò
áîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ.) Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà íóæ-
íî âû÷èñëÿòü d è r.

Ïóñòü }...,,{ 11 nMMD
((

=  � íà÷àëüíîå
ïîêðûòèå êîìïàêòà M

(
 ÿ÷åéêàìè

m
i IRM ⊆

(
; i = 1, ..., n. Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè

iM
(

 âû÷èñëèì ìíîæåñòâà iR
(

. Ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî-ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà G1, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ñèìâîëè÷åñêîìó îáðàçó G1
îòîáðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî ïîêðûòèÿ
D1, à èìåííî iniD RG

(
U ],1[1 ∈= . Ýòî ìíîæå-

ñòâî ñîäåðæèò âñå ÿ÷åéêè ïîêðûòèÿ, êî-
òîðûå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè ãðàôà G1.
Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ d1 è r1. Íà ñëåäóþ-

ùåì øàãå ðàçáèåíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ýëå-
ìåíòàì ìíîæåñòâà 1DG , â ðåçóëüòàòå ïî-
âòîðåíèÿ îïèñàííîé ïðîöåäóðû ïîëó÷à-
åòñÿ ìíîæåñòâî-ïðåäñòàâëåíèå 

2DG  äëÿ

ãðàôà G2. Âû÷èñëÿåì d2, r2. Ìíîæåñòâà ëî-
êàëèçóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ε > d2.

Íà k-îì øàãå ìû ðàññìàòðèâàåì
ðàçáèåíèe âèäà

}...,,{
11 −⊂=

kDljmjjk GMMMD
(((

,

ñòðîèì ìíîæåñòâî-ïðåäñòàâëåíèå 
kDG  è

âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå dk è rk. Ñî-
ãëàñíî [3], ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàç-
áèåíèÿ ê íóëþ ìû ëîêàëèçóåì èíâàðèàí-
òíûå ìíîæåñòâà ñ òî÷íîñòüþ ε  > dk.

3.  ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ  ÑÈÑÒÅÌÛ
È  ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß  ÃÅÍÅÐÀÖÈß  ÊÎÄÀ

Âû÷èñëåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó, ìîæåò áûòü
îïòèìèçèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðîãðàììíûé ìîäóëü, ñîçäàâàåìûé äèíà-
ìè÷åñêè íà îñíîâå ñïåöèàëüíîãî îïèñà-
íèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ðàç-
ðàáîòàííîé áèáëèîòåêè. Òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ìíîãîêðàòíîãî îáõî-
äà äåðåâà ðàçáîðà ïðè âû÷èñëåíèè àðèô-
ìåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ [9]. Ïðè ðåàëèçà-
öèè àëãîðèòìà áûëè ñîçäàíû 2 áèáëèî-
òåêè äèíàìè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîäà:

� äëÿ Microsoft .Net ïëàòôîðìû [9];
� ñ ïîääåðæêîé POSIX ñòàíäàðòîâ.
Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè äàííûõ ó÷èòû-

âàëèñü ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:
1) áûñòðîäåéñòâèå,
2) èíêàïñóëÿöèÿ äàííûõ,
3) ïîääåðæêà âåùåñòâåííîé è èíòåð-

âàëüíîé àðèôìåòèê,
4) ïðîñòîòà è ãèáêîñòü â èñïîëüçîâàíèè.
Âû÷èñëåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæå-

íèé, à òàêæå äîñòóï ê îïèñàíèþ ñèñòåìû
äîëæíû îñóùåñòâëÿòüñÿ ìàêñèìàëüíî ýô-
ôåêòèâíî. Îïèñàíèå ñèñòåìû äîëæíî èí-
êàïñóëèðîâàòüñÿ â îäíîì îáúåêòå íà ïðî-
òÿæåíèè âñåãî æèçíåííîãî öèêëà ïðîãðàì-
ìû. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü íå
òîëüêî ïðåäåëüíîé ëîêàëèçàöèè èçìåíå-
íèé (ïðè èõ íåîáõîäèìîñòè), íî è ïðîãíî-
çèðóåìîñòè ïîñëåäñòâèé èçìåíåíèé. Îïè-
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ñàíèÿ ñèñòåìû äëÿ äâóõ ðàçíûõ àðèôìåòèê
âûãëÿäÿò îäèíàêîâî, àðèôìåòè÷åñêèå âû-
ðàæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ îäíîîáðàçíî. Ïî-
ýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé òîæäåñòâåííî-
ñòè â ðåàëèçàöèè ìåòîäû ñîçäàíèÿ êëàññà�
ñèñòåìû äîëæíû îïèðàòüñÿ íà èñïîëüçî-
âàíèå ïðèíöèïîâ îáîáùåííîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, òî åñòü îáúåêò�ñèñòåìû ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü ê ðàçëè÷íûì àðèôìåòèêàì,
íå ìåíÿÿ âíóòðåííþþ àðõèòåêòóðó ýòîé
ñòðóêòóðû äàííûõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìî-
äóëÿ äèíàìè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîäà íåîáõî-
äèìî îçíàêîìèòüñÿ òîëüêî ñ ôîðìàòîì
âõîäíûõ äàííûõ, ñïîñîáîì èíèöèàëèçàöèè
è ñ íàáîðîì èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé, âîç-
íèêàþùèõ ïðè íåêîððåêòíîé ðàáîòå ñ áèá-
ëèîòåêîé, íå âíèêàÿ â ïîäðîáíîñòè âíóò-
ðåííåãî óñòðîéñòâà áèáëèîòåêè.

Ïëàòôîðìà Microsoft .Net. Â êà÷åñòâå
ïðîìåæóòî÷íîãî ÿçûêà èñïîëüçóåòñÿ C#
[22]. Áëàãîäàðÿ òåõíîëîãèè .Net Code
Document Object Model [20], êîìïèëÿòîð
è êîìïîíîâùèê ïðåäñòàâëåíû â âèäå íå-
êîòîðîãî îáúåêòà â àäðåñíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðîöåññà. Ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè
.Net reflection [19] ñáîðêà (Assembly [22])
ïðîèçâîäèòñÿ ñðàçó â àäðåñíîì ïðîñòðàí-
ñòâå çàïóùåííîãî èíñòðóìåíòà áåç ñîçäà-
íèÿ ôèçè÷åñêîãî DLL-ôàéëà (áèáëèîòå-
êè). Âçàèìîäåéñòâèå ñ îáúåêòîì-ñèñòåìîé
îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûé ïàðà-
ìåòðèçîâàííûé èíòåðôåéñ:

internal interface ISystem<T>
{
  IInterval [] Bounds { get; }
  int Dimension { get; }
  IFunction<T> Function { get; }
  string InputCoveragePath { get; }
  string OutputCoveragePath { get; }
}

Ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà
ïàðàìåòðèçîâàííûì èíòåðôåéñîì, êîòî-
ðûé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

public interface IFunction<T>
{
  T[] In { set; }
  T[] Out { get; }
  Evaluate();
  Node Root { get; }
}

Àðãóìåíòû ôóíêöèè çàäàþòñÿ ÷åðåç
ñâîéñòâî In, à âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå õðà-
íèòñÿ â Out.

Ñâîéñòâî Root ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì óç-
ëîì äåðåâà ðàçáîðà çàäàííîãî àðèôìåòè-
÷åñêîãî âûðàæåíèÿ. Ýòî äåðåâî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè ãåíåðàöèè êîäà êëàññà-ôóíê-
öèè, à òàêæå ïðè ðåøåíèè ðÿäà ñïåöèàëü-
íûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè
êîíñòàíòû Ëèïøèöà (åå ôîðìóëà ðåêóð-
ñèâíà, ïîýòîìó íóæíà ðåêóðñèâíàÿ ñòðóê-
òóðà äàííûõ).

Ïîääåðæêà POSIX ñòàíäàðòîâ. Ýòà
áèáëèîòåêà ðåàëèçîâàíà èñêëþ÷èòåëüíî
íà C++ , ñ ïîääåðæêîé POSIX-ïëàòôîðì.
Â êà÷åñòâå êîìïèëÿòîðà áûëà èñïîëüçî-
âàíà óòèëèòà g++.exe, à êîìïîíîâùèêà �
dllwrap.exe. Êðîìå òîãî, äëÿ îáðàáîòêè
ñöåíàðèåâ êîìïèëÿöèè ïðèìåíÿåòñÿ óòè-
ëèòà make.exe. Óêàçàííûå ïðîãðàììû ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòüþ íàáîðà èíñòðóìåíòîâ
MinGW [26].

Â ýòîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìà òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííûì êëàññîì. Ïà-
ðàìåòð � îïåðàíä â àðèôìåòèêå( òèï double
èëè Interval). Êëàññ�ñèñòåìà èìååò ñëåäó-
þùèé èíòåðôåéñ äîñòóïà:

template<typename T> class System
 {
 public:
  SystemBounds::const_iterator boundsBegin()const;
  SystemBounds::const_iterator boundsEnd()const;
  T* Evaluate( T* );
  std::string GetInputCoveragePath()const;
  std::string GetOutputCoveragePath()const;
 };

4.  ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ  ß×ÅÉÊÈ
È  ÐÀÇËÈ×ÍÛÅ  ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè ëîêàëèçàöèè
èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ðåàëè-
çàöèÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáðàçà ÿ÷åé-
êè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òàêèõ àëãîðèò-
ìîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ÿ÷åéêó íåêî-
òîðûì ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì òî÷åê (íà-
ïðèìåð âåðøèíàìè è öåíòðîì), à â êà÷å-
ñòâå îáðàçà ðàññìàòðèâàþò îáúåäèíåíèå
ÿ÷ååê, â êîòîðûå ýòè îáðàçû ïîïàäàþò.
Ïðè ýòîì àëãîðèòìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ñ òåîðåòè-
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÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îêàçûâàþòñÿ íàèáî-
ëåå òðóäîåìêèìè, ïîñêîëüêó çíà÷èòåëüíî
óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé
ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå èíòåð-
âàëüíîé àðèôìåòèêè ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé
àëüòåðíàòèâîé àðèôìåòèêè îáû÷íîé. Ìû
âû÷èñëÿåì îáðàç ÿ÷åéêè êàê îáðàç ìíî-
æåñòâà, òî åñòü âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå èíòåð-
âàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ
îáðàçà ÿ÷åéêè åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Îïòèìèçàöèÿ ïðè âûáîðå ñòðóêòóðû
äàííûõ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü
âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãî-
ðèòìàìè ëîêàëèçàöèè, îñíîâàííûìè íà
îáû÷íîé àðèôìåòèêå. Àíàëèç àëãîðèòìîâ
ëîêàëèçàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøåå
âðåìÿ çàíèìàåò ïîèñê ÿ÷åéêè â ïîêðûòèè.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ÿ÷åéêè îäíîãî ðàçìå-
ðà. Â îïèñûâàåìûõ äàëåå ðåàëèçàöèÿõ èñ-
ïîëüçîâàëèñü ïðåäñòàâëåíèÿ ÿ÷åéêè öå-
ëûì ÷èñëîì, ìíîãîìåðíûì öåëî÷èñëåí-
íûì âåêòîðîì è ýëåìåíòîì R-äåðåâà.
Ïðîâîäèëèñü ñðàâíåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ëîêàëèçàöèè èí-
âàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ áûëî ðåàëèçîâàíî
4 âåðñèè àëãîðèòìà:

1) áàçîâàÿ (I0) [11],
2) ìîäèôèêàöèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè

âû÷èñëåíèÿìè è èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿ
äèíàìè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîäà (I) [9],

3) ìîäèôèêàöèÿ I ñ ïîääåðæêîé R-äå-
ðåâüåâ (II) [9],

4) âåðñèÿ III ñ ïîääåðæêîé îïòèìàëü-
íîãî õðàíåíèÿ ÿ÷ååê.

Âñå ïðèëîæåíèÿ ðåàëèçîâàíû íà ÿçû-
êå C++. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûëà
èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà BOOST èíòåð-
âàëüíîé àðèôìåòèêè [24]. Òåêóùàÿ ðåàëè-
çàöèÿ ýòîé áèáëèîòåêè ðàáîòàåò íà ïëàò-
ôîðìàõ POSIX, Win32 è Macintosh Carbon.

Âèçóàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõíî-
ëîãèè GNUPLOT [25].

4.1. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ I

 Â I0 áûëà ðåàëèçîâàíà ïîääåðæêà äèñ-
êðåòíûõ ñèñòåì ðàçìåðíîñòè 2. Âû÷èñëå-
íèå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé âûïîëíÿ-

ëîñü òðàäèöèîííî � ïóòåì îáõîäà äåðåâà
ðàçáîðà. Â ðåàëèçàöèþ I áûëà äîáàâëåíà
ïîääåðæêà íåïðåðûâíûõ ñèñòåì ðàçìåð-
íîñòè 2, à òàêæå äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâ-
íûõ ñèñòåì ðàçìåðíîñòè 3. Ïðè îðãàíè-
çàöèè ïðîöåññà îáðàáîòêè íåïðåðûâíûõ
ñèñòåì â I áûë ðåàëèçîâàí èíòåðâàëüíûé
ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà, ðàçðàáî-
òàííûé Þ. Øîêèíûì [7], è èñïîëüçîâàíû
ïðèâåäåííûå îöåíêè øèðèíû èíòåðâàëà-
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî äàííûì ìåòîäîì.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäóëÿ äèíàìè÷åñêîé
ãåíåðàöèè êîäà ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî
îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ ëîêàëèçàöèè èí-
âàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ.

Â I, òàê æå êàê è â I0 äëÿ õðàíåíèÿ ÿ÷å-
åê ïîêðûòèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñòðóêòóðà äàí-
íûõ ìíîæåñòâî(SET), à îïåðàöèè ïîèñêà,
âñòàâêè è óäàëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ çà âðåìÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîå log N, ãäå N � êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå. Ìîäåëüþ äàí-
íûõ, ñîîòâåòñòâóþùåé SET, ÿâëÿåòñÿ äâó-
íàïðàâëåííûé ñïèñîê, âñå ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî ðàçëè÷íû.

Òàê êàê îïåðàöèÿìè, ñóùåñòâåííî âëè-
ÿþùèìè íà ñêîðîñòü ðàáîòû I0, ÿâëÿþòñÿ
âû÷èñëåíèå îáðàçà ÿ÷åéêè (Img) è ïåðå-
ñå÷åíèå îáðàçà ÿ÷åéêè ñ ïîêðûòèåì
(Intersect), òî íà èõ âûïîëíåíèå òðàòèòñÿ
îñíîâíàÿ ÷àñòü îáùåãî âðåìåíè ðàáîòû
ïðîãðàììû.

Ïðè ðåàëèçàöèè ðàñïðåäåëåííûõ àë-
ãîðèòìîâ ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) ðàñïàðàëëåëèâàíèå îïåðàöèé Img è
Intersect;

2) ñèíõðîíèçàöèÿ äîñòóïà ê ÿ÷åéêàì òå-
êóùåãî ïîêðûòèÿ (êàæäàÿ ÿ÷åéêà äîëæíà
îáðàáàòûâàòüñÿ îäíîêðàòíî, íàïðèìåð,
åñëè îïåðàöèÿ Img äëÿ îäíîé ÿ÷åéêè áó-
äåò âûïîëíÿòüñÿ â íåñêîëüêèõ ïîòîêàõ îä-
íîâðåìåííî, òîãäà áûñòðîäåéñòâèå îáðà-
áîòêè ÄÑ ìîæåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòüñÿ);

3) ñèíõðîíèçàöèÿ äîñòóïà ê íîâîìó
ïîêðûòèþ (äëÿ êîððåêòíîé ìîäèôèêàöèè
íîâîãî ïîêðûòèÿ ïîòîê-îáðàáîò÷èê äîë-
æåí åäèíîëè÷íî âëàäåòü ýòèì ðåñóðñîì).

4.2. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ II

Òàê êàê îïåðàöèÿ Intersect ñâîäèòñÿ ê
ïåðåáîðó ÿ÷ååê ïîêðûòèÿ, òî ïðåäëàãàå-
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Ðèñ. 1. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèÿ Âàí-Äåð-Ïîëÿ

ìàÿ îïòèìèçàöèÿ îðèåíòèðîâàíà íà âû-
ÿâëåíèå ñïîñîáîâ îðãàíèçàöèè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïîêðûòèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîèñê ÿ÷åéêè ñòàíîâèëñÿ íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûì. Ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåäëî-
æåííûé â ðàáîòå [21]. Îí îñíîâàí íà ïî-
íÿòèè R-äåðåâüåâ. Â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî ëîãè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èåðàðõè÷åñêè
âëîæåííûõ ìíîãîìåðíûõ êóáîâ, à ïðîöåññ
ïîèñêà ÿ÷åéêè óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò âûÿâ-
ëåíèÿ è îòñå÷åíèÿ òåõ îáëàñòåé ïîêðûòèÿ,
â êîòîðûõ ÿ÷åéêè áûòü íå ìîæåò.

Â îòëè÷èå îò çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì áàç äàííûõ, íàì äîñòàòî÷-
íî õðàíèòü òîëüêî êîîðäèíàòû ÿ÷åéêè,
ïîýòîìó ïîòðåáíîñòü â õðàíåíèè èíäåê-
ñîâ ìíîãîìåðíûõ îáúåêòîâ îòïàäàåò. Òàê
êàê âî âñåõ ðåàëèçàöèÿõ ýòîãî àëãîðèòìà
ðàññìàòðèâàþòñÿ ÿ÷åéêè îäíîãî ðàçìåðà
è èñïîëüçóåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, åäèíèöà äëèíû â êîòîðîé åñòü
ðàçìåð ÿ÷åéêè, íàì êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðåäñòàâëåíèå èíäåêñíîé çàïèñè â âèäå
ìàññèâà öåëûõ ÷èñåë � ìíîãîìåðíîãî èí-
äåêñà ÿ÷åéêè, à ëèñòîâîãî óçëà � â âèäå
óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà òàêèõ êîðòåæåé,
ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Íå ëèñòî-
âîé óçåë â íàøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí â
âèäå ñïèñêà ïàð: óêàçàòåëü íà äî÷åðíþþ
âåðøèíó è öåëî÷èñëåííûé èíòåðâàëüíûé
âåêòîð. Åñëè äî÷åðíÿÿ âåðøèíà � ëèñòî-
âîé óçåë, òîãäà îãðàíè÷èâàþùèé ìíîãî-
ìåðíûé êóá ðàâåí ìèíèìàëüíîìó èíòåð-

âàëüíîìó âåêòîðó, ñîäåðæàùåìó âñå íî-
ìåðà ÿ÷ååê ýòîãî ëèñòà. Èíà÷å îãðàíè÷è-
âàþùèé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ðàâåí ìè-
íèìàëüíîìó èíòåðâàëüíîìó âåêòîðó, ñî-
äåðæàùåìó âñå èíòåðâàëüíûå âåêòîðà èç
ñïèñêà ïàð äî÷åðíåãî óçëà.

4.3.  ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ  III  Ñ  ÏÎÄÄÅÐÆÊÎÉ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ  ÕÐÀÍÅÍÈß  ß×ÅÅÊ

Êàæäîé ÿ÷åéêå ñîïîñòàâëÿåòñÿ óíè-
êàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî � èíäåêñ.
ß÷åéêè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòà-
íèþ ñîãëàñíî èõ ïîðÿäêîâîìó íîìåðó.
Ñîâîêóïíîñòü èíäåêñîâ ÿ÷ååê ïðåäñòàâëå-
íà â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà ìàøèí-
íûõ ñëîâ, äëèíà êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ñëåäóþùåé ôîðìóëå: [ ]8÷count , ãäå
count � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â ïîêðûòèè.

Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ÿ÷åéêà ïî-
êðûòèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà 1 áèòîì
: çíà÷åíèå 1 � ÿ÷åéêó íóæíî îáðàáîòàòü.
Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è äîáàâëåíèÿ îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ çà âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëüíîå
O(1). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäèòñÿ îïåðà-
öèÿ îáðàùåíèÿ ê ýëåìåíòó ìàññèâà ïî èí-
äåêñó (òî åñòü àäðåñ ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì
index ðàâåí àäðåñó ìàññèâà + index * ðàçìåð
ýëåìåíòà ìàññèâà (â áàéòàõ)). Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ÿ÷åéêà ïî-
êðûòèþ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü 2 âåëè÷è-
íû: èíäåêñ ñëîâà, â êîòîðîì ÿ÷åéêà ìîãëà
áû ðàñïîëàãàòüñÿ, à òàêæå áèò â ñëîâå, êî-
òîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýòîé ÿ÷åéêå. Îáîçíà-
÷èì çà index ïîðÿäêîâûé íîìåð íåêîòîðîé
ÿ÷åéêè. Òîãäà èíäåêñ ñëîâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå: word_index = [ ]8÷index . Ïîçèöèÿ
â ñëîâå: pos_index = index mod 8, ïðîâåðêà
âõîæäåíèÿ ÿ÷åéêè â ïîêðûòèå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(1 << pos_index) & coverage_array[word_index].
Îïåðàöèÿ ñäâèãà ( << ) ïîçâîëÿåò ýôôåê-
òèâíî âîçâîäèòü 2 â ñòåïåíü pos_index. Ó
ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ðàçðÿäû, íå ñòîÿùèå
íà ïîçèöèè pos_index, èìåþò íóëåâîå çíà-
÷åíèå. Ðåçóëüòàò îïåðàöèè & ðàâåí íóëþ,
åñëè ó coverage_array[word_index] íà ïîçè-
öèè pos_index íóëåâîé áèò.

Â ýòîé ðåàëèçàöèè áûë èñïîëüçîâàí
óïðîùåííûé âàðèàíò ðàñïðåäåëåííîãî
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àëãîðèòìà ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ
ìíîæåñòâ. Ìþòåõ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî
ïðè âûáîðå ÿ÷åéêè äëÿ îáðàáîòêè. Ñòåê
îáðàáîòàííûõ ÿ÷ååê è ïîòîê-íàïîëíèòåëü
îòñóòñòâóþò. Ïðè òàêîì ïîäõîäå óäàëîñü
èçáåæàòü ñíèæåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè,
ñâÿçàííîãî ñ íàëè÷èåì âçàèìíûõ áëîêè-
ðîâîê ïðè íàïîëíåíèè íîâîãî ïîêðûòèÿ.
Ïðè ïîòðåáíîñòè õðàíåíèÿ âñåõ ÿ÷ååê ïî-
êðûòèÿ (äàæå òåõ, êîòîðûå íå ó÷àñòâóþò â
ïðîöåññå ëîêàëèçàöèè) àäðåñíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïðîöåññà ñóùåñòâåííî ñîêðàòèëîñü çà
ñ÷åò îïòèìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿ÷åéêè â
ïàìÿòè (1 áèò). Ïðè âûáîðå ÿ÷åéêè áûë èñ-
ïîëüçîâàí àëãîðèòì ñ îòñå÷åíèåì, îñíîâàí-
íûé íà ñïåöèôèêå ïðåäñòàâëåíèÿ õðàíèëè-
ùà èíäåêñîâ ÿ÷ååê: åñëè ìàøèííîå ñëîâî
ðàâíî íóëþ, çíà÷èò, äàííûé áëîê íå õðà-
íèò ÿ÷ååê è, çíà÷èò, ïåðåáèðàòü åãî ðàçðÿ-
äû íå íóæíî. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëå-
äóþùåìó ñëîâó.

4.4.  ×ÈÑËÅÍÍÛÅ  ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Âñå âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàëè ñëåäó-
þùóþ ïðîãðàììíóþ è àïïàðàòíóþ êîí-
ôèãóðàöèþ:

� CPU: core 2 DUO: E6420 2.13 Ghz,
� Memory 2 Gb,
� OS: Microsoft Windows XP SP 2.

4.4.1. Ñèñòåìà Âàí-äåð-Ïîëÿ
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

yx =&
xyxy −−= )1(5.1 2& .

Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî îòîáðàæå-
íèÿ Âàí-Äåð-Ïîëÿ ñîäåðæèò òî÷êó ïîêîÿ
(0, 0) è ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó. Âû÷èñëå-
íèÿ ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè

M = [�3.5, 3.5] × [�3.5, 3.5].
Ôóíêöèÿ ñèñòåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîãî îá-
ðàçà çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè 100 èòå-
ðàöèé ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ñ øàãîì
0.001 (îïåðàòîð ñäâèãà íà 0.1)  (ðèñ. 1).

4.4.2. Ñèñòåìà Î. Þíãå
x1 = y � µx,
y1 = λy(1 � x),
z1 = x � γz,

ãäå λ = 2.35, µ = 0.5, γ = 0.1.

Íà÷àëüíàÿ îáëàñòü
M
(

= [�0.38, 0.98] × [0.05, 1.45] × [�0.38, 0.98].
Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå � [100,100]. Êîëè÷å-
ñòâî ïîäðàçáèåíèé �10. Ðåçóëüòàò ïîêà-
çàí íà ðèñ. 2.

4.5.  CÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÅ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÉ  I,  II,  III

Áûëè ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ñèñòåìû.
Îòîáðàæåíèå ñ çàäåðæêîé

x1        =      y,
y1   =  2.27  ay(1 � x).

Îòîáðàæåíèå Èêåäà
  x1 = 2 � 0.9(x cosτ (x, y) � y sinτ (x, y)),
  y1 = 0.9(y cosτ (x, y) + x sinτ (x, y)),

        τ (x, y) = 0.4 � 
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yx ++
.

Ñèñòåìà Äóôôèíãà
yx =& ,

yxxy 15.03 −−=& .
Äëÿ ñèñòåìû Äóôôèíãà âû÷èñëåíèå

îáðàçà ÿ÷åéêè ïðîèçâîäèëîñü ïî ìåòîäó
Ðóíãå-Êóòòà c øàãîì t, ðàâíûì 0.03. Êî-
ëè÷åñòâî èòåðàöèé � 100.

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå òàáë. 1 è äèàã-
ðàììå (ðèñ. 3) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

Ðèñ. 2. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
ñèñòåìû Î. Þíãå

Òàáë. 1. Cðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèòìà

Ñèñòåìà I II III 
A 61.875   sec 48.045   sec 18.047  sec 

B 237.192  sec 198.437  sec 71.609  sec 
C 135.501  sec 107.782  sec 43.641 sec 

D 540.328  sec 429.593  sec 166.767 sec 

E 386.615  sec 350.890  sec 191.822 sec 
F 1417.016 sec 1263.472 sec 593.032 sec 
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A � îòîáðàæåíèå ñ çàäåðæêîé (â ðàç-
áèåíèè 4 ìèëëèîíà ÿ÷ååê),

B � îòîáðàæåíèå ñ çàäåðæêîé (â ðàç-
áèåíèè 16 ìèëëèîíîâ ÿ÷ååê),

C � îòîáðàæåíèå Èêåäà (â ðàçáèåíèè
4 ìèëëèîíà ÿ÷ååê),

D � îòîáðàæåíèå Èêåäà (â ðàçáèåíèè
16 ìèëëèîíîâ ÿ÷ååê),

E � ñèñòåìà Äóôôèíãà (â ðàçáèåíèè 4
ìèëëèîíà ÿ÷ååê),

F � ñèñòåìà Äóôôèíãà (â ðàçáèåíèè 16
ìèëëèîíîâ ÿ÷ååê).
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Ðèñ. 3. Äèàãðàììà ñðàâíèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèòìà

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå îïèñàíû ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìîâ ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâàííûå
íà ìåòîäàõ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè è
ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà. Îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëåíî ñïîñîáàì îïòèìèçàöèè, à
èìåííî ïðåäñòàâëåíèþ äàííûõ è îïòèìè-
çàöèè âû÷èñëåíèé. Ðåàëèçîâàíû âåðñèè àë-
ãîðèòìà ñ ðàçëè÷íûìè îïòèìèçàöèÿìè è
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå èõ ýôôåêòèâíîñòè.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî-
êàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå ÿ÷åéêè îäíèì áèòîì, îçíà÷àþ-

ùèì åå ïðèñóòñòâèå â òå-
êóùåì ïîêðûòèè. Ïðè
îïòèìèçàöèè âû÷èñëå-
íèé èñïîëüçóåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîäà.
Ýòî ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ
îò èñïîëüçîâàíèÿ äåðåâà
ðàçáîðà àðèôìåòè÷åñêî-
ãî âûðàæåíèÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèÿõ. Îïèñàííûå àëãî-
ðèòìû ìîãóò áûòü ïðè-
ìåíåíû êàê â ó÷åáíîì
ïðîöåññå ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, òàê è â èññëåäîâà-
òåëüñêîé ðàáîòå.
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Abstract

The paper is devoted to the design and implementation of the  algorithm for localizing
invariant sets of dynamical systems.  The algorithm is based on interval arithmetics
methods. The system is approximated by using a symbolic image which is an oriented
graph constructed in accordance with the system. The cells of a covering are supposed to
be interval vectors. The degree of  approximation to the invariant set is estimated through
the symbolic image parameters. The results of numerical experiments and the comparison
with the algorithms based on real arithmetics are given.

Keywords: dynamical systems, invariant sets, symbolic image, computer simulation,
interval arithmetics.
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